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摘要:针对预测控制算法中几种不同模型描述形式,揭示了它们之间的联系, 给出了相应的转换公

式,为预测控制系统的设计与分析提供了方便, 最后指出这些模型可以用状态空间表示法来统一.
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预测控制是一类先进的计算机控制算法,由于它独特的机制, 所以在工业控制中获得了成

功的应用.目前,它的算法已发展到几十种之多,且各算法采用的描述模型不同,如: 模型算法控

制采用的是脉冲响应模型,动态矩阵控制选择的是阶跃响应模型, 而广义预测控制却选用差分

方程模型.由于是同一对象,这些不同的表述之间应该存在某些联系.另外,设计和分析系统时,

往往需要将一种模型形式等效地转换为另一种形式.本文就这些问题进行讨论:摆出预测控制

几种常用的模型描述形式,揭示它们之间的关系, 给出相应的转换公式,并用状态空间法统一各

模型形式.

1  预测控制常用模型的类型

预测控制常用模型分为两类:非参数模型和参数模型,非参数模型又分为脉冲响应模型和

图 1 预测控制常用模型及其联系

阶跃响应模型等;参数模型分为

差分方程模型和离散状态空间

模型,具体情况见图 1.

111 脉冲响应模型[ 1]

脉冲响应模型是一种非参

数模型,是对动态系统的一种外

部描述方法.对被控对象施加单

位脉冲信号: u( z- 1)= 1,测取 t= 0, t= T, t= 2T, ,的响应值: y (0) = g0, y (T) = g1, y ( 2T )= g 2,

,, y ( iT) = gi , ,.当 i 较大时, g i 很小, 可忽略, 所以取前 N 项, 于是有单位脉冲响应(Z变换

形式) :

y ( z
-1
)= g0+ g1z

-1+ ,+ gNz
-N= G( z

-1
) . (1)

对任意输入 $u( k ) ,由离散卷积公式,可描述输入输出关系如下:
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y ( k )= G( z
-1
)$u( k) = E

N

j = 0
gj $u( k- j ) . (2)

112 阶跃响应模型[ 1]

与脉冲响应相同,阶跃响应也是一种非参数模型, 不过它施加的输入是单位阶跃: u ( z
- 1
)=

1/ (1- z
- 1
) ,测取 t= 0, t= T , t= 2T , ,的响应值: y (0) = a

*
0 , y (T )= a

*
1 , ,,若自 t= NT 起响应

趋于稳态,即有: a
*
N U y ( ] ) ,这时单位阶跃响应( Z 变换形式)前 N + 1项可表示为:

y ( z
- 1
)= a

*
0 + a

*
1 z

- 1+ ,+ a
*
N z

-N
. (3)

对于任意输入 $u ( k ) , 如果输出初始值为零, 施加控制 $u( k )后, 根据线性系统叠加和比

例原理,输出为:

y ( k )= a
*
0 $u( k) + a

*
1 $u( k- 1)+ ,+ a

*
N $u( k- N ) . (4)

113 差分方程模型
线性差分方程模型是一种离散时间线性动态模型,它分为确定性差分方程和随机性差分方

程,预测控制采用随机差分方程,一般用受控自回归积分平均模型,输入输出关系为:

$A( z
- 1
) y ( k )= B ( z

-1
) $u( k )+ C( z

-1
) X( k ) , (5)

其中, y ( k )、$u( k )和 X( k)分别为 k 时刻系统的输出、输入和零均值白噪声, $= 1- z
- 1
,

A ( z )= 1+ a1z
- 1+ a2z

- 2+ ,+ an
a
z
-n

a, B ( z ) = b0z
-1+ b1z

- 2+ ,+ bn
b
z
- ( n

b
+ 1)

,

C ( z
-1
)= 1+ c1z

- 1+ c2z
- 2+ ,+ cn

c
z
-n

c .

114 离散状态空间模型
状态空间模型是一种描述动态系统的完整模型,它不仅反映系统的输入输出关系, 而且还

能揭示系统内部,以及内部与外部的联系.该模型由状态方程和输出方程组成, 也有确定性模型

和随机性模型之分, 也区分连续时间和离散时间两种情况.预测控制一般采用离散随机时不变

状态空间模型, 单输入单输出的情况为:

x ( k+ 1) = Gx ( k) + Du( k )+ FX( k ) ,

y ( k )= Hx ( k )+ d0u( k) + f 0X( k ) ,
(6)

式中, x、y 和 X分别为状态变量、输出变量和白噪声, G、D、F、H、d0、f 0 分别为相应的常数矩

阵、向量和系数.

2  不同模型间的关系

2. 1 脉冲响应模型与阶跃响应模型

对任意输入 $u( t ) ,有式(2) ,现取: $u( z- 1)= 1/ (1- z
-1
) , 则有:

  y ( z
- 1
) = ( g0+ g1z

-1+ ,+ gNz
-N
) / (1-z-1)=

g0+ ( g0+ g1) z
- 1
+ ( g0+ g 1+ g 2) z

-2
+ ,+ ( g0+ g1+ ,gN ) z

-N
+

( g0+ g1+ ,+ gN ) z
-N- 1
+ ,, (7)

式(7)应与式(3)相等,比较系数有:

a
*
0 = g0, a

*
1 = g 0+ g 1, ,, a

*
N = g0+ g1+ ,+ gN ,一般式为:

a
*
i = E

i

j= 0
gj   ( i= 0, 1, 2, . . . , N ) . (8)

若已知 a
*
i 求g i ,则有: g0= a

*
0 , g1= a

*
1 -a

*
0 , ,, gN= a

*
N - a

*
N- 1,即:

g i= a
*
i - a

*
i- 1   ( i= 0, 1, 2, ,, N ) , ( a

*
- 1= 0) . (9)
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值得一提的是:

¹若阶跃输入幅值不为 1,例如为 A,则式(8)、( 9)所有的 a
*
i 除A后,等式仍成立.

º一般有: g0= 0, a
*
0 = 0.

»对于有纯时延 d , g i、a
*
i ( i= 0, 1, ,d - 1)均为零,式(8)和式(9)关系式不变.

212 非参数模型和参数模型
分别以脉冲响应模型和差分方程模型作非参数模型和参数模型的代表,讨论两者间的关

系.不考虑噪声,由式(2)和式(5) ,有

y ( k )= B ( z
-1
)

$A ( z- 1)
$u ( k) = G( z

- 1
) $u( k ) .

这里 G( z
- 1
) = B ( z- 1)

$A( z-1)
(10)

$ ! ( z- 1) = (1- z
-1
) (1+ a1z

-1+ ,+ an
a
z
-n

a) = 1+ a1z
-1+ a2z

-2+ ,+ an
a
+ 1z

- ( n
a
+ 1)

. (11)

由式(10)和式(11) ,有

(1+ a1z
- 1+ a2z

- 2+ ,+ an
a
+ 1z

- ( n
a
+ 1)

) ( g 1+ g 2z
- 1+ ,+ gNz

-N + 1= b0+ b1z
-1+ ,bn

b
z
-n

b ,

比较两边系数有

g1= b 0, g2= b1- a1g1, g3= b2- a1g 2- a2g1, ,

g i= bi- 1- E
i - 1

j= 1
ajg i- j   (1 [ i [ N ) . (12)

式中, i> nb 时, bi = 0, i> na+ 1时, ai= 0.

当知道脉冲响应序列值,要确定差分方程参数时,由于一般有 N > na+ nb+ 1, 所以式(10)

提供了过多的信息, 如果截取 G( z
- 1
)前 na+ nb + 1个参数,则有确切的转换关系:

b0

b1

b2

s

bn
b

a1

s

an
a

=

1 0 0 , 0 0 0 , 0

0 1 0 , 0 - g 1 0 , 0

0 0 1 , 0 - g 2 - g1 , 0

s w , s

0 0 0 , 1 - gn
b

- gn
b
- 1 ,- g1 0

0 0 0 , 0 - gn
b
+ 1 - gn

b
,- g2 - g1

s , , s

0 0 0 , 0 - gn
b
+ n

a
- gn

b
+ n

a
- 1 , - gn

b
+ 1

- 1
g 1

g 2

g 3

s

gn
b
+ 1

gn
b
+ 2

s

gn
b
+ n

a
+ 1

. (13)

213 差分方程模型和离散状态空间模型
将式(11)代入式(5) , 有

      ( 1+ a1z
- 1+ ,+ an

a
+ 1z

-( n
a
+ 1)

) y ( k )=

    ( b0z
-1+ b1z

- 2+ ,+ bn
b
z
-n

b)$u( k) + (1+ c1z
-1+ c2z

-2+ ,+ cn
c
z
-n

c) X( k ) .

上式描绘了 y、$u和 X对离散时间的相对关系,整段时域的提前和退后不影响输入输出关

系,所以两边同乘 z
n
a
+ 1
,上式可写为典范差分方程形式:

y ( k+ na+ 1)+ a1y ( k+ na )+ ,+ an
a
+ 1y ( k )= b 0$u( k+ na )+ ,+ bn

b
$u( k+ na+ 1- nb)+

      X( k+ na+ 1) + c1X( k+ na)+ ,+ cn
c
X( k+ na+ 1- nc ) .
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令: x 1( k) = y ( k)- d 0$u( k )- f 0 X( k) , x 2( k) = x 1( k+ 1)- d1$u( k) - f 1X( k ) , ,,

x n
a
+ 1( k) = x n

a
( k+ 1)- dn

a
$u( k) - f n

a
X( k )

则有: x 1( k+ 1)= x2( k )+ d1$u( k) + f 1X( k ) , x 2( k+ 1) = x 3( k )+ d2$u ( k )+ f 2 X( k ) , ,,

xn
a
+ 1( k+ 1) = - an

a
+ 1x 1( k )- ,- a1x n

a
+ 1( k) + dn

a
+ 1$u( k )+ f n

a
+ 1 X( k)

从而有离散状态方程和输出方程

x ( k+ 1)= Gx( k )+ D$u( k )+ FX( k )

y ( k )= Hx( k )+ f 0 X( k )
(14)

这里: G=

0 1 0 , 0

0 0 1 , 0

s s s , s

- an
a
+ 1 - an

a
- an

a
- 1 , - a1

, D=

d1

d2

s

dn
a
+ 1

, F=

f 1

f 2

s

f n
a
+ 1

,H=

1

0

s

0

T

, f 0= 1

x ( k )为 na+ 1维状态变量,且式中 d i、f i分别为

d0= 0, d1= b0, d2= b1- a1d1, d3= b2- a1d2- a2d1, ,,通式为

d i= bi- 1- E
i- 1

j= 1
ajd i- j   (1 [ i [ na+ 1, i> nb时, bi= 0) . (15)

f 0= 1, f 1= c1- a1f 0, f 2= c2- a1f 1- a2f 0, ,,通式为

f i= ci- E
i

j= 1
aj f i- j   ( 0 [ i [ na+ 1, i> nc 时, ci= 0) (16)

对比式(15)和式(12)可知, d i就是gi ,即 D中各元素就是系统输出对输入的单位脉冲响应

序列前na+ 1项;同理, f i ( i= 0, 1, ,na+ 1)是输出对噪声的单位脉冲响应序列前 na+ 1项.

由状态空间模型求受控自回归积分平均模型,即由已知的 G、D、F、H 和f 0确定 A ( z
- 1
)、B

( z
-1
)、C ( z-1) .

式(14)两方程分别取 Z 变换, 并将状态方程代入输出方程, 得:

y ( z ) = H( zI- G)
- 1

D$u( z )+ [ H( zI- G)
-1
F+ f 0] X( z )=

Hadj( zI- G) D
| zI- G|

$u( z )+
H adj( zI- G) F+ f 0| zI- G|

| zI - G|
X( z )

式中, adj( zI- G)为( zI- G)的伴随矩阵, | zI- G|为( zI- G)的行列式.

由式(5)有 y ( z ) =
B( z

-1
)

$A ( z-1)
$u( z )+

C( z
- 1
)

$A( z- 1)
X( z )

对比上两式,有:

B ( z
-1
)= Hadj( zI- G) Dz

- ( n
a
+ 1)

,   C ( z )= [ Hadj( zI - G) F+ f 0| zI- G| ] z - ( n
a
+ 1)

$A ( z
-1
)= | zI- G| z

- ( n
a
+ 1)

, A ( z
- 1
) = $A( z

- 1
) / $

3  模型描述的统一形式

上述几种预测控制的模型,均可用状态空间法统一表示[ 2]
. 如果将脉冲和阶跃响应模型也

作为参数模型看待,则可不必进行非参数到参数模型的转换,而直接按状态空间法描述, 不过,

此时的状态实现是一种非最小实现.

对脉冲响应模型,施加输入 $u( k ) ,不考虑噪声,由式(2)有:
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y ( k ) = ( g 0+ g1z
- 1
+ ,gNz

-N
) $u ( k )

与式(5)相比,有: $A ( z
- 1
) = 1, B( z

- 1
)= G( z

-1
) .用与 213相同的方法, 有:

x( k+ 1) = Gx( k )+ D$u( k ) ,

y ( k )= Hx( k) + d0u ( k)
. (17)

式中 G=

0 1 0 , 0

0 0 1 , 0

s s s w s

0 0 0 , 1

0 0 0 , 0

, D=

d1

d2

s

dN

, H=

1

0

s

0

T

, x( k ) =

x 1( k)

x 2( k)

s

xN ( k )

, d i= g i , ( i = 0, 1, ,, N ) .

对于阶跃响应模型, 考虑任意输入 $u( k) ,假定输出初始值为零,不考虑噪声时,有式(4) ,

与脉冲响应模型相同: $A ( z- 1)= 1,但: B ( z
- 1
)= a

*
0 + a

*
1 z

-1+ ,,+ a
*
N z

-N
,状态空间表达式同

式(17) ,且 G、H相同,仅 D 的元素求法不同, d i= a
*
i ( i= 0, 1, ,N ) .

4  结束语

以上揭示了预测控制不同模型之间的关系, 给出了相应的转换公式, 为预测控制的设计和

分析提供了方便.尽管目前的预测控制算法绝大部分不是以状态空间法表示的,但状态空间表

示法的确具有普遍意义, 可作为一种模型描述的统一形式, 并且有关学者指出[ 3]
,用状态空间法

描述的预测控制算法具有大大减少在线计算量的优点.
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The Common Models in Predictive Control and Their

Interrelations and United Form
XU Xiang-yuan1,MAO Zong-yuan2
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Abstract: In accordance with the descript ions of some models in predictive control algorithm, the relat ion

among these models was revealed, corresponding converting formulas among models were given,which make

the design and analyses of predictive control system convinient. These different models can be united by the

method of state space.

Key words: types of model descript ion; relations of models; state space method; predictive control
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